ESTABILIDADE

*Polos
¢ /eros
¢ Estabilidade



Introducao

Uma caracteristica importante para um sistema de controle
¢ que ele seja estavel.

Se uma entrada finita € aplicada ao sistema de controle,
entdo a saida devera ser finita e nao infinita, isto €,
aumentar sem limaite.
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(a) Estavel e (b) mstavel

¢ Estavel

= Quando sujeito a uma entrada impulso a saida tende a
zero a medida que o tempo tende a infinito.

¢ Instavel
. Quan do suj jeito a uma entrada impulso a s
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Polos e Zeros

Funcao de transferéncia
m m—1 m—2
G(s): K(s +a, s +a, .S +...+als+a0)

n n—1 n—2
(s +b " +b, _,s +...+bls+b0)

Se as raizes do denominador e do numerador sao conhecidas:
K(s+z)(s+z,)...(s+z,)

(S+p1) (S+p2)...(S+pn)

—Z,—Z...—Z, sdo chamados zeros
Sao os valores de s para os quais a fun¢ao de transferéncia ¢ zero

G(S) =

— Pys=P;y---— P, sdo chamados polos
Sao os valores de s para os quais a fun¢ao de transferéncia ¢ infinita



ZEROS sdo os valores de s para os quais a fungao de
transferéncia ¢ zero

POLOS sao os valores de s para os quais a funcao de
transferéncia € infinita, 1sto €, eles fazem o denominador
tornar-se zero

Exemplo: O (s—1) _ (s—1)
ols) (S2—6S+8) (s—4) (s—2)

Polos =+4 e +2 Zero = +1

Polos e zeros podem ser quantidades complexas ou reais

) (S—2) _ (S—2)
al (*+1)  (s=j1) (s+ 1)
Polos =+j1 e —j1 Zero =+2

S=0+ jJw



Exemplo: Determinar os polos € os zeros
da Funcao de Transferéncia.

s*+ds-5 (s+5)(s—1)
)= v iay 24 (s=0) (s+2) (s+3) (s—4)

Os polos sao: 0, -2, -3, ¢ +4.
Os zeros sao: =5 e +1.

Exemplo: Determinar os polos € os zeros
da Funcao de Transferéncia.

G(S)= 2S+4 _ .(S+4) .
sT+s+3 (s+0,5+/17) (s+0,5-/1,7)

Os polos sao: 0,5 —j1,7e¢ 0,5+ j1,7.

O zero ¢: 4.

S=0+ jJw



DIAGRAMA DE POLOS E ZEROS
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» Um polo é marcado com x » Um zero é marcado com o



ESTABILIDADE E POLOS

A estabilidade de um sistema pode ser determinada considerando a
variacao da saida com o tempo quando € sujeito a uma entrada
impulso.

@ Estavel
@ A saida diminui com o tempo

@ Instavel
@ A saida aumenta com o tempo



Considere um sistema sem zeros € com um polo em —2

c;(s):Si2 = 0(s)=——a(s)

Entrada impulso ~ 6,(s)=1 = 0,(s)=

—2t
Transformada inversa de Laplace = 0 (f ) =&

D e ..
O valor de ¢ = diminui com o tempo

O sistema ¢ ESTAVEL \\




Considere um sistema sem zeros € com um polo em +2

Entrada impulso ~ 6,(s)=1 = 0,(s)=

2t
Transformada inversa de Laplace = 0 (t ) =e

21
O valor de e~ aumenta com o tempo

O sistema é INSTAVEL |~




Considere um sistema sem zeros € com polos em (-2 = /1)

1

[s=(=2+j1)] [s=(-2-j1)]

m— 0, (S)= 1 6 (S)

[s—(=2+ )] [s=(=2-,1)]

1

[s—(=2+ )] [s—(=2- 1))
Transformada inversa de Laplace

: 1 (e—af_e_bt) >:>90(t):ezt£e. -

(s+a)s+b) it b—a )

G(S) =

Entrada impulso  8(s)=1 = 0,(s)=
)

B -2t
60 (I) — e X gent El).vqlor.de e = sent
1minui com o tempo

O sistema ¢ ESTAVEL




* O sistema serd INSTAVEL

s Se qualquer polo tiver a parte real positiva

» O sistema serda ESTAVEL

= Se todos os polos tiverem a parte real negativa
* O sistema serda CRITICAMENTE ESTAVEL

= Se qualquer polo tiver a parte real nula
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Critério de estabilidade de
Routh-Hurwitz

A determinacao da estabilidade de um sistema envolve:

@ A determinacao das raizes do denominador da funcao de
transferéncia

@ A consideracado de que a parte real de qualquer uma delas
seja negativa

As raizes nao sao muito facilmente obtidas se o denominador

tem a forma: . - -
as +a s +a, ,5 ~+..+as+a,

¢ n ¢ maior que 3 ou 4

O critério de Routh-Hurwitz apresenta um método que pode
ser usado em tais situacoes



Critério de estabilidade de
Routh-Hurwitz

as"+a, s"" +a " +.. . +tas+a,
O primeliro teste consiste em inspecionar os coeficientes da
equacao acima:
@ Se os coeficientes sao todos positivos € nenhum ¢ zero, o
sistema pode ser estavel.
@ Se qualquer coeficiente € negativo, o sistema ¢ instavel.
@ Se qualquer coeficiente € zero, o sistema pode ser no maximo
criticamente estavel.

(S3 +25% +3s+ 1) — Pode ser estavel

(S3 — 25t +35+ 1) — E instavel

nOr-umxm

(53 +2s% + 3s) — Pode ser no maximo criticamente estavel



Para sistemas que tém denominadores que podem ser estaveis,
um segundo teste deve ser realizado.

n n—1 n-2
as +a, s +a, ,s ~+...+tas+a,

Arranjo de Routh:
n da da da
\) n n-2 n—4
n—1
\) an—l an—3 an—S

+ As linhas seguintes no arranjo sdo determinadas por calculos
feitos a partir dos elementos nas duas linhas imediatamente
acima.

+ Linhas sucessivas sao calculadas até que apenas zeros
aparecam.

+ O arranjo deve conter (n+1) linhas

+ Uma linha correspondente a cada um dos elementos s” a s°.



n n—1 n-2
as +a, s +a, _,s ~+...+tas+a,

V>

Elementos da 32 linha

Elementos da 42 linha

a,._
G :an3_( l’;ljbz
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Regras praticas para determinar os elementos da matriz:

Quando o arranjo estiver completo:
@ Se todos os elementos na primeira coluna sao positivos
+ Todas as raizes tem a parte real negativa
+ O sistema é ESTAVEL
@ Se existem elementos negativos na primeira coluna
+ O namero de trocas de sinal na primeira coluna ¢ igual ao

numero de raizes com a parte real positiva
+ O sistema ¢ INSTAVEL



EXEMPLO: Usar o critério Routh-Hurwitz para determinar

se o sistema que tem a seguinte funcao de transferéncia ¢
estavel:

G(S)— 2s+1

st 28 4357 +4s+1 B
s 1 3 1
s 2 4 A primeira coluna tem todos os
s 1 1 elementos positivos.
S(l) 2 O sistema é ESTAVEL
s | 1 o

0.5

10 20 30 40 50
0 t 50



EXEMPLO: Usar o critério Routh-Hurwitz para determinar
se o sistema que tem a seguinte funcao de transferéncia ¢
estavel:

2s +1
G(S)_ st s +57 +4as+1
s 111
s 1 4 A primeira coluna tem um
s> =31 elemento negativo.
s' 131/ 3 _ Osistema ¢ INSTAVEL
s

50

f(t)

+=50
0 2.5 5 7.5 10



EXEMPLO: Para o sistema mostrado, qual a faixa de K que
resulta em estabilidade?

G G
‘91'(5) T » 10 Ho(f)
s+1 o s(s+4)
= K |«
1 10
GG
G(S):l-I-C;GZH G(s)= (511)5(5134)
- )56 ea)S
S S\
10

T 4557 +4s+10K



10

G(s)

s> +5s% +4s+10K
s |1 4
) Para que a primeira coluna tenha
S| 10K somente valores positivos:
s' |4-2K
0 | ok 4-2K >0 K<2
S 10K >0 K >0

K deve estar entre 0 e 2 O < K < 2
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